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入： V(K)→ ｛土1,...'土m} (V(K) は K の 0—単体の集合）
が入(-v)=—入(v) をみたすとき，入を antipodally symmetricなKのlabelingという．
特に， antipodallysymmetricなKのlabeling入： V(K)→ ｛士1,...'士m}が， Kの任意の
ト単体 {vo,v1} に対して．入(vo) ヂ—入（町）をみたすとき， complementary edgeのない
antipodally symmetricなKのlabelingと呼ぶ
入： V(K)→ ｛土1,...'士m}に対して， d-単体a={vo,v1,.. , 四｝が
｛入(vo),入(v1),.. , 入(vd)}= {+jo,-}1,+}2, .. ,(-ll且} (1~Jo くれくれ< •. ・く知）
を満たすとき， a を入に関して＋—alternating といい，




とする．入： V(K)→ け1,...'士m}をcomplementaryedgeのないantipodallysymmetric 
な K の labeling とするとき， K には入に閲して＋—alternating な n—単体が奇数個存在する．
以下では，有限集合Xの元の個数を以Xで表すことにする．上の KyFanの定理の中に
ある単体複体KはZ2が作用し，幾何的実現 I町が球面と同相なものと考えられる。球面
の対心作用（自由な Z2f乍用）による軌道空間は実射影空間RPnでp:sn→ RPnの第 1
Stiefel-Whitney class w(Sりは w(Sザヂ 0を満たしている。この観点から KyFanの定理
は次のように拡張できる。
定理］・ m,n を m~n+l を満たす自然数とし， K を Z2 有限単体複体で， 1いは連結な
n次几Z2多様体の構造を持つものとする．また， w(K)E H1 (K; Z2)をp:IKI→ IKI/Z2 
の第 1Stiefel-Whitney類とする．このとき，入： V(K)→ ｛士1,...'士叫をcomplementary
edgeのないantipodallysymmetricなKのlabelingとすると，次が成り立つ．
2珈 EK I a isa +-alternating n-simplex}三{1(mod 2) (研(K)=J 0) 
0 (mod 2) (wn(K) = 0) 
定理の中のcomplementaryedgeのないantipodallysymmetricなKのlabelingという
のは球面のときと同様で， antipodallysymmetricはZ2の生成元をTとするとき，入(Tv)= 








定理 2.1.m,n を m~n~O を満たす整数とし， X を sm の Z2 部分多様体で， X は sm-n
と同相であるものとする.NをZ2が自由に作用する n次元連結閉多様体とし， w(N)を
p:N→ N/Z2の第 1Stiefel-Whitney類とする.f: N→ 炉をX とtransversalなZ2写
像とするとき， f―l(X)の元の個数Uf―l(X)について次が成り立つ．
Uf―1(X) = {2(mod 4) (研(N)=J 0) 
0 (mod 4) (研(N)= 0)・
この定理を証明する前に、交叉理論について復習しておこう
M をm次元（位相）多様体とし，凡をそのm-n次元部分多様体，応をn次元部分多様
体とするとき (0~n~m), 任意のpEN1n的において，pの近傍Uで(U,Un Ni, Un N2) 
が (Rm+n,Rm X {0}, {O} X Rn)と同相になるようなものが存在するとき， N1と芯は
trensverseに交わるという．
M を m 次元（位相）多様体， N を n 次元多様体とし (0~n~m), LをM の(n-m)次
元部分多様体とする，連続写像f:N→M がLとtransversalな写像とは， NxMの部分
多様体{(x,f(x)) Ix EN}とNxLがtransverseに交わるときをいう.Nがコンパクトで




とにする.Nを閉多様体とし， f:N→Nを連続写像とするこのとき (id,!):N→ NxM 
を考えると， [5]の定理15.3と同様の証明で次が成り立つことがわかる．
命題2.2.{叫，｛凡｝をそれぞれH*(M),H*(N)の同次基とし， f*(叫＝区jaij約(%E Z2) 
とおくとき，
0-1(id,f)*[N] = LaiJ防 X a~. 
i,J 





広： Hm-n(L)→ Hm-n(RPm)が同型であるものとする．このとき， f:N→R戸がLと
transversal regularな写像であれば，
甘―l(L)三〈f*w叫[N]〉 (mod2) 




u―1(L) =~(X n (N x L))三〈O―1[X]U0 — 1[N XL], [N X RPm]〉 (mod2) 
が成り立つ．
[X] = (id, f)*[N], e-1[N x L] n [N x RP叫=[NxL]であり，｛均｝をH*(N)の同次
基ととする.WEが (RP叫Z2)をsm→RPmの第 1Stiefel-Whitney類とし， f*(研）＝
I:j a晶(%E Z/2Z)とおくとき，
〈O―1[X]u e-1[N XL], [N X RP門〉＝〈g-1(id,f)*[N], [N x L])〉






ここで， 3行目から 4行目の変形のところでi*:Hm-n(L)→ Hm-n(RPm)が同型であるこ
とを用いている以上で命題2.3が成り立つことが証明された1
定理 2.1の証明．定理 2.1のXN, f. N→ 炉に対して， fがX とtransverseなZ2写
像であることから， fより定まる写像f:N/Z2→ RPmしよ X/Z2とtransverseな写像で
あり， Xが5m-nと同相であることから i*:Hm-n(X/ Z刃→ Hm-n(RPm)は同型なので，
廿―¥X/Z2)三 (f*w八[N]〉＝〈w(N)叫[N/Z叶〉 (mod2)が成り立つ.Nと5m上の Z2作
用が自由で， f が X と transverse な Z2 写像なので， ~f-1(X) = 2~ 『―1(X/Z2)である．した
がって，上の結果と合わせて定理2.1が成り立つことがわかる.I
3 定理 1の証明
以下では， rm-1= {土e1}* {土＠｝＊・・・＊｛土em}に自然な単体複体の構造を考えたときの頂
点の集合を簡単のため｛士1,土2,...'土m}と書くことにする．このとき， rmの単体複休の構
造は
4Qm ={SC {士1,士2,...'士m}ISn-S = 0} 
に集合の包含関係により辺単体を考えて得られる Qmの単体複体の構造と一致している．以
下では， rm-1の標準的な複体の構造を Qmと同じものと見る（したがって， Qmの元を nm
における単体と見ることもある）．
SE Qmに対して， Sの部分集合{xi,.. ,xk}(lx叶<I叫く・・・ <I叫）が alternating
subsequenceであるとは， X凸 +l< O(i = 1, 2, .. , k -1)をみたすときにいう．つまり，絶対
値の小さい方からならべたとき，正負が交互になるようなものである。
alt(S) = max{k EN I {x1, .. , 吹 }cSが 1a ternatmg subsequence} 
により alt(S)を定義する.Qm の部分集合 R~(k~m) を
鷹 ={SEQm I alt(S)~m -k} 
により定める.R~ は単体複体にならないが，
△Rぷ={(S1, S2, .. , Sz) I SiER~, S1~S2~ ・・・ ~Sz}
はQmの重心細分sd(Qm)の部分複体になっているこの単体複体△R':nの多面体I△R':nlの
位相について次のことがわかっている．
定理 3.1([6,7]). m~1, 0~k~m とするとき， 1△R':nlは炉と同相である．
次に，△R':nとtransverseに交わる単体について考察する．
Qmの重心細分sd(Qm)を考え， sd(Qm)の頂点V= { Xl,X2, .. , 砂 }(lx1I< Ix叫<•.. < 
Ix日）をとる.sd(Qm)の部分複体K1(v),K2(v)を
粕 (v)= { (V1,V2, .. , vz)I ViE Q m,V1~V2~ ・ ・ ・ ~v1 C v} 
応 (V)= { (V1,V2, .. , Vz)I ViE Q m,V C V1C V2 C・ ・ ・C切｝
により定義する．このとき， [1]にあるように I的 (v)::i nk-1, IK2(v)I ::i nm-k区は同相で
あることを表している）で， 1的 (v)IとIK2(v)Iはvにおいてtransverseに交わる．
V = {x□ 2,...'咋｝をalt(v)= kとなるものとするとき， K1(v)のv以外の頂点uを取
ると u~v を満たすことより， alt(u) < kとなるしたがって， K1(v)と△R盟―kしよv以外に
共有点を持たないまた， K2(v)は△R盟―Kの部分複体で,IK2(v)Iしよ 1△R盟―りにおける vの
近傍となっている．したがって，次のことがわかる．
補題 3.2.v = {x1,x2, .. ,xけをalt(v)= kとなるものとするとき， 1粕 (v)Iは心R盟―りと
transverseに交わる．
以上で準備ができたので，定理1を証明しよう
（定理1の証明） m,n を m~n+l を満たす自然数とし， Kを Z2 有限単体複体で， I釦は連結
なn次元Z2多様体の構造を持つものとする．入： V(K)→ ｛士1,...'士m}をcomplementary
edgeのない antipodallysymmetricなKのlabelingとすると，入により，単体複体Kから
Qmへの単体写像入({VI,. , 媒｝）＝｛入（口，．．．，入（咋）｝が定まり，それより K とQmの重
心細分の間の単体写像sd(入）： sd(K)→ sd(Qm)を得る．また， sd(入）から定まる連続写像
5lsd(入）I: lsd(K)I→ lsd(Qm)Iは入がantipodallysymmetricであることから lsd(入)l(Tx) = 
-lsd(入)l(x)(TはZ2の生成元）をみたす連続写像であることに注意しておこう
a E V(sd(K))(= K)に対して， v= sd(入）(a)(E V(sd(Q』)）とおくと， Kの次元がnで
あることより， alt(v)~n+l となっているしたがって，△R悶―(n+l) と sd(入）(sd(K))の
共通部分は alt(v)= n + l となるような 0—単体のみである. a E V(sd(K))をsd(入）(a) E 
V(△R悶―(n+l))をみたすものとし， v= sd(入）(a)とおく (vE △厄~-(n+l) nsd(入）(sd(K))で
ある）. sd(入）の定義に注意すると， aE V(sd(K))をKの単体と見たとき， dimK= nかつ
alt(入(a))=n+l なので， a は K の n—単体であり，＋または―-alternating ということであ
る．このことより， aのsd(K)における星状複体SsdK(a)のsd(入）による像は粕(v)となっ
ていて， SsaK(a)とK1(v)がsd(入）により 1対 lに対応していることがわかる．補題2.2よ
り1的 (v)Iと心摩―(n+lりはtransverseに交わり，このことがsd(入）(a) ER盟―(n+l)をみた
すすべてのaE sd(K)について成り立つので， lsd(入）I: lsd(K)I→ lsd(Qm)Iは 1△R盟―Cn+ill
とtransversalな写像である．
したがって，定理2.1より，
~lsd(入）戸 (I△R盟―(n+l)I) 三 {2 (mod 4) (研(K)=/ 0) 
0 (mod 4) (研(K)= 0) 
これは， alt(sd(入）(a))= n+l となる a の個数であり， K の n単体で入に関して＋—alternating
な圧単体の個数と―-alternatingなか単体の個数の和が上で与えられることになる．入が
antipodally symmetric であることから，十—alternating な n—単体の個数と—-alternating な
n—単体の個数は一致するので，
珈 EKI a isa +-alternating n-simplex} = { 1 (mod 2) (炉(K)=/ 0) 
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